ALGEBRA: NIVEL MEDIO SUPERIOR CONJUNTOS Y SISTEMAS NUMERICOS

CONJUNTOS Y SISTEMAS NUMERICOS

1. CONJUNTOS.

1.1 Conceptos basicos

Medir y contar fueron las primeras actividades matematicas del hombre y ambas nos
conducen alos nimeros. Haciendo marcas, median eltiempo y el conteo de bienes que poseian, asi
surgié la aritmética y fue hacia fines del siglo XIX cuando George Cantor creé la teoria de los

, pero fue cerca de los afios veinte del siglo XX que Gottob frege hizo el desarrollo del
enfoque moderno de la matematica y después Bertrand Russell completé y desarroll6 las
aplicaciones de esta teoria.

Laideade , €S en si intuitiva y muy antigua. Desde sus origenes la sociedad humana

ha tenido la idea de o] lafamilia, losclanes, lastribus fueron los primeros

Todos estamos acostumbrados a tratar con ; escribimos usando de
letras, efectuamos operaciones de conteo y usando un de nimeros, etc.

Podemos considerar un como la coleccidon de objetos o cosas que
tienen una o mas propiedades en comun. Los objetos que forman un
se les llama elementos del

Generalmente los se representan por letras mayusculasy lasminlusculas para
sus elementos.

Un factor importante para la comprension de cualquier texto es la correcta interpretacion de los
simbolos; por tal razén se ofrece la lista de estos enseguida y su significado.

1.2 Simbologia.

Simbolo Significado
A B, C, Indican conjuntos.
a, b Indican elementos.

Pertenece a....; es elemento de ....; esta en....
No pertenece a....; no es elemento de ....; no estaen ...

RN ==

.} Conjunto.

Es igual a; igual que.
Tal que, dado que.

Ya Asi sucesivamente.

Uuw Conjunto universal.

AE={} Conjunto vacio.

1 Diferente de; es distinto a; no es igual a.
Subconjunto propio de; es subconjunto de..
No es subconjunto propio de..
Subconjunto impropio, subconjunto de.
No es subconjunto de...

> Mayor que.

< Es menor que.
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Y No es mayor que.
u No es menor que.
3 Es mayor que o igual que.
£ Es menor o igual que.
U Unién con.
N Interseccién con.
’ Complemento de.
® Implifica que.....; entonces...
« Siy solo si....; doble implicacion, equivalente a.
o Identico.
\ Por lo tanto.
} Condicional.
$ Existe.
0o No existe.
" Para todo.
h (») Cardinalidad del conjunto A.
Un conjunto se puede expresar de dos formas:
a) Por extension o forma implicita.
b) Por comprension o forma explicita.
Ejemplost
a) Por extension: A:{a, e, i, o,u}

Los elementos que contiene el conjunto A estan explicitamente escritos, es decir,
gue todos los elementos aparecen entre el signo de agrupacion { }.

b) Por comprension: B={x*x+3=5}

Como se puede ver, se da unacondicion para que podamos encontrar los elementos
gue pertenecen al conjunto.

Ejercicios:
1) Por extension. A= {MERCURIO, VENUS, TIERRA, MARTE}

2) Por extension. b = {z - ¢ = 3000, z=10}; ¢ =- 2990

3) Dado el conjunto de niUmeros pares positivos menores que 11 expresados en:
a) Extensién: A=1{2,4,6,8, 10}
b) Comprension:b = {x* x es un nimero par < 11}
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1.3 Concepto de pertenencia.

El concepto principal de lateoria de conjuntos es lapertenencia, supongamos que A es un
conjuntoy que x es elemento de A, podemos expresarlo como:

xT A

Si escribimos, v I A, significa que v no pertenece o no es elemento de A.

Ejemplost
1) al V:donde Veselconjunto de las vocales.
2) 4T N; donde N es el conjunto de los nimeros reales.
3) 91 P;donde P es el conjunto de los niimeros primos.

1.4 Cardinalidad.

Elnimero de elementos contenidos en unconjunto determina lacardinalidad del conjunto.

En:V={a, e, i,0,u}. Sucardinalidad serd5, y la expresion h(V) =5, se lee cardinalidad de
Vigual a 5.

En: P ={1, 2, 3,4, 5, 6}. Lacardinalidad sera 6 y se expresa como: h("") =6

1.5 Conjuntos equivalentes.

Sidosconjuntos poseen la mismacardinalidad, se dice que sonconjuntos equivalentes,ya
gue tienen el mismonumero de elementos y se puede establecer entre ambos una correspondencia
de uno a uno, asi los conjuntos:

A={verde, azul, rojo}yB ={5,4, 3}

Son equivalentes, ya que se puede establecer la correspondencia biunivoca, es decir:

{verde, azul, rojo}
{ 5, 4, 31}

1.6 Igualdad de los conjuntos.

Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos elementos, no importando el
orden, ni el nimero de elementos.

1) Sean: A={a,b,c,d}yB ={d, c, b, a}
a A = B; por tener los mismos elementos.

2) Sean: C={a, b,c,d}yb={a,a,b,c,d,d,c, b}
a C = D; por tener los mismos elementos, no importando que se repitan.

Tenemos las siguientes clases de conjuntos:
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a Sl eNVpliEllel.  Es aquel que esta formado por un solo elemento.

A = {PERRO} C={a} B = {1} D={x*x+2=3}
b Conjunto finito Es cuando los elementos de unconjunto pueden enlistarse
del primero al ultimo.
A={a, e, i, o0, u} B = {x*x sea un animal}
C = {REPTILES} D = {x* x* = 81}
C Conjunto infinitol Cuando no pueden enlistarse todos y cada uno de los
elementos.

A ={x * x es un numero natural} c={1,2,3,4,5,...100, 101, ....}

B={x*x 1<x<2} D = {x* x es una estrella del universo}
Es aquel que carece de elementos.
AE={x*x1 x}

Podemos decir que todo conjunto contiene al conjunto vacio, es decir, que el
conjunto vacio es el subconjunto de todos los conjuntos.

A={x*x+1=0,x=-1} B ={Los hombres de cuatro ojos}
xl E« x=/

El conjunto A es un subconjunto de B si y sélo si, cada
elemento de A es también elemento de B.

Si,A={a,b,c}yB={a,b,c,d, e }entonces Al B
Si,C={1,2,3}yD={2, 4, 6,8 entonces CE D

f ST RIVEIEEN. Es aquel que contiene todos los elementos del tema de estudio, es
decir todo conjunto es subconjunto del conjunto universal.

EETNE: Tratandose de las letras: 1 = {todas las letras del alfabeto}

1.7 Operaciones entre conjuntos.

Los conjuntos se pueden combinar entre si para obtener nuevas operaciones dentro de esas
combinaciones, merecen destacarse, la union y la intersecciéon de conjuntos.

Las operaciones con conjuntos se comportan de una manera muy semejante a las
operaciones con nimeros corrientes, a continuacion se definen las principales operaciones.
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Si reunimos los elementos de unconjunto A conloselementos de otroconjunto B,
obtendremos un tercer conjunto y la operacién la llamaremos unién. La [Ty de
dos conjuntos Ay B se define cono elconjunto compuesto por todos los elementos
gue estan en Ao B o en ambos.

Se denota por AE B. Donde: AE B = {x* xI Ao xI B}

Ejemplos}

A B
1) Sean: A={a,b,c,d}yB={1,2,a,c,b, e}
2
AE B={a,b,c,d,e, 1,2} 1 3 4
Lo que representado en el diagrama de Vemnevler, 11
gueda como:
AuB
2) SiA={1,2,3}yB ={3, 4, 5}. Tenemos:
A B
AE B={1,2,3,4,5} '
a
d b 2
* e
AuB
3) SiA={1,2,3,211,5}yB ={2, 3, 4, 211, 5}
£ B
AE B={1,2,3,4,5,211} 1 .
!
2 5
. , . : AuB
INTERSECCION Si en lugar de reunir los conjuntos Ay B
buscamos los elementos comunes a
ambos, estaremos efectuando la interseccion de los conjuntos. La
interseccion de dos conjuntos Ay B se define como el conjunto que
contiene a todos los elementos que pertenecen a Ay también pertenecen a
B y se denota por:
AC B ={x*xI Ay xl B}
: , A B
Ejemplost
1) SiA={2,4,6,8yB={68, 10, 12} 2 s S
|
AC B={6, 8} 4 8 12
Se adjunta el diagrama de Venevler.
AnB
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2) A={a,b,c,d}yB={c, b, e, f}
AC B={b,c}

Se adjunta el diagrama de Venevler.

RESTA AnB
1) Sean,A={4,5,2,3}yB ={1, 2, 3}

={4,5)

EA = {1}

Se adjunta el diagrama de A B
Venevler.

2) Sean,A={1,2,3,4tyB ={3,4,5, 6}
={1,2}
Bl = {5, 6}

El diagrama de Venevler A B A E
gueda:

-
o

(X1
@

Cuando dos conjuntos no
tienen elementos comunes, se denomina conjuntos disjuntos. Su interseccion es el conjunto
vacio.

oo\ IZN=V|SNgreNpl=Nelel\8I8/\gie). Dado un conjunto A se define un nuevo conjunto llamado
complemento de A, formado por todos los elementos del conjunto universal que no

pertenecen al conjunto A. El complemento de A, se representa como: A'=A.
En forma general tenemos:
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A ={x*xT Uy xI A} = {x* xI A}
Ejemplof
Si,u={1,2,3,4,5,6,7,8,9,00yA={1, 3,5,7,8,9, 0}, se tiene:

A ={2,4,6}

Como podemos observar, el complemento de un conjunto A, de hecho es la U - A)
diferencia.

GRAFICA DE UN CONJUNTO Y DE LAS OPERACIONES CON CONJUNTOS!

Es muy util ilustrar las relaciones entre conjuntos mediante diagramas o figuras cerradas que
indican que los elementos comprendidos dentro de esas areas pertenecen al conjunto.

A estos diagramas se les conoce como diagramas

de Venn, en honor al matematico y légico inglesJohn Venn u A " B
quien perfecciono la idea del matematico suizo Leonardo .
4
Euler. 2 )
Segun la figura: el rectangulo nos indica elconjunto & ”
universal, los circulos Ay B sonconjuntos disjuntos. Los 3 ]
elementos 1, 2, 3, son elementos de A; 4, 5, 6, 7, son -
elementos deB y 8, 9, 10, sonelementos deluniverso, que 10 8
no pertenecen ni a A ni a B.
.z . LI
Uni6n de conjuntos! v M
Dados los conjuntos: |
B £
A
V={,0,W,A E}yM={AEB,D,G,C,F} 0
E D E
VEM={,0,W,AEB,D,G,C,F} w .
En el diagrama se presenta VE M sombreando el VoM
area correspondiente.
Interseccion de conjuntosh
Considerando los mismos conjuntos Vy M, su
interseccion es la zona superpuesta que encierra a los U
elementos que pertenecen a ambos simultaneamente y J: M
gue aparece sombreada en el siguiente diagrama.
| B
VG M ={A E} o £ 2
D
W
G
VnM
AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO 1-7

EDICION: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS



ALGEBRA: NIVEL MEDIO SUPERIOR CONJUNTOS Y SISTEMAS NUMERICOS

2. NUMEROS REALES.
2.1. Sistema de numeros.

En la matematica elemental se encuentran importantes que son de
numeros. le daremos especial interés al de los numeros reales (R).
En el presente curso tenemos que el universal de losnumeros, es el de

los niumeros complejos.
Revisaremos algunas propiedades elementales de los numeros reales.

Al de losnimeros reales con sus propiedades se le llamasistema de los numeros
reales.

Diagrama de los niumeros.

a NUmeros .

Una de las propiedades mas importantes es el de poderlos representar por puntos en una
linea recta, como se puede ver en la figura siguiente:

1
2
| | | | | |
| | | | |
5 -4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4 5
-P 0 P
Los numeros a la del cero son los llamados (+)ylosdela
izquierda del cero son niumeros negativos (- ). Elcerono es ni negativo.

Resulta asi de manera natural una correspondencia entre los puntos de la recta y los
numeros reales, cada punto representa un numero real Unico y cada numero esta
representado por unpunto Unico. Estoindica que larecta numérica esta saturada y que no
existe un solo espacio que no esté ocupado por un nimero real.

b NUmeros ]

Los numeros enteros son numeros reales.

..... -3,-2,-1,0,1, 2,3, .....y son representados por:

Una propiedad de los niUmeros enteros es que soncerrados respecto a las operaciones de

adiccion, y multiplicacion, es decir que la suma, la y elproducto
de dos enteros nos da como resultado un entero.

c NUmeros
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Son los nimerosreales que se pueden expresar como larazon de dos niumeros enteros yde
ahi el nombre de racional y que pueden escribirse en la forma:

. blO

oo

d NUmeros .

Histéricamente el sistema de los nimeros naturales, o enteros positivos, fue el primero que
se formo, pues se les usaba en el proceso de contar, por lo que, se definen como:

de los nimeros naturales: Es aquel que se usa para contar, se denotan por la
letra N

De modo que:

En este conjunto de nimeros, dado cualquier elemento, se sabe cual es el siguiente.

SLEelle]: El siguiente de 2 es 3, el de 5 es 6, etc. EI 1 no sigue a ninglin nimero natural, es
el primer nimero natural.

Operaciones}
Existen fundamentalmente dos operaciones de los nimeros naturales, la adicion (+) vy la
multiplicacion [ x, 4, () ].

Siay b sin nimeros naturales, la suma se expresa como; a +b ylamultiplicacion:axb o
a b o bien (a) (b). Los resultados de la suma y multiplicacion son Unicos.

Los numeros naturales son cerrados respecto de las operaciones de adicion y
multiplicacion.

Se dice que un es cerrado bajo unaoperacion, si el resultado pertenece al mismo
Estos numeros determinan un de nimeros racionales y lo representamos con la
letra Q.
_l _a iN-n1oY
Q=[ x|x=—; a,bI N;bt0
17 b

Todo nimero entero puede expresarse de la forma racional.

deldejemploX

8 -35 m
8§=— ; —=-35 ; m=—
1 1 1

Los numeros racionales son cerrados con respecto a las operaciones de adicion,
sustraccion, multiplicacion y ala division, excepto por cero, esto es, que al hacer estas
operaciones con numeros racionales, el resultado sera un nimero racional.

INEREIGe IR dllels. Un numero natural diferente de uno es primo, cuando es divisible porsi
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mismo y la unidad.

Si se analiza la siguiente tabla:

1 1

2 1,2

3 1,3

4 1,2,4
5 1,5

6 1,2,3,6
7 1,7

8 1,2,4,8

Observamos que existen numeros que tienen 1 divisor, 2 divisores y mas de 2 divisores:
Al numero que tiene 1 divisor se le denomina unidad.

A los nimeros que tienen 2 divisores ( la unidad y ellos mismos ), se les denomina primos.
A los niUmeros que tienen mas de 2 divisores se les conoce como compuestos.

Todo nimero compuesto puede expresarse como unproducto de nimeros primos, deforma
unica.

SLEelle]: Descomponer en factores primos el nimero 60.

%

0|2

1513

sls
1|

60=2x2x3x5=22x3x5

Al proceso de descomponer un nimero en factores, se le llama factorizacion.

Maximo Comun Divisor . Para la resolucién de algunos problemas, se requiere

considerar las divisiones comunes, o multiples comunes.
SLElelle]: Para los numeros 30 y 45 sus divisores son;

(30) ={1,2,3,4,6,10,15,30} y (45) ={1,3,5,9,15,45}
Los divisores comunes, segun se pueden ver son: {1,3,5,15}

De lo anterior se tiene que el M. C. D. =15

Para encontrar el M. C. D. de dos 0 mas nimeros, se procede como se expresa enseguida:

1. Aplicar la factorizacion a cada uno de ellos.
2. Determinar los factores comunes de menor exponente.
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3. Efectuar el producto de los factores comunes.

EETIE: Encontrar el M. C. D. de los nimeros 36, 72, y 144

1442
72|2 72|2
3612 36(2 362
182 182 182
913 9|3 9|3
3|3 3|3 3|3
1] 1] 1]

36 =22 x 32 72 =23 x 32 144 =24 x 32

El M.C.D. (36,72,144) = 2°x32 =4x9 = 36

M YT EYGIEED). Los multiplos de los nimeros 12 y 20 seran:

m(12) ={12,24,36, 48,60,72,9 6,108,120, 132, ...}

m(20) ={20,40,60, 80,100,120 ,140, ...}

Podemos ver que los multiplos comunes son: {60,120,180, ...}

De los cuales el minimo comun multiplo serd el nimero 60

Para encontrar el m. c. m. de dos 0 mas numeros se procede como se describe enseguida:

1. Aplicar la factorizacion total a cada uno de ellos.

2. Determinar los factores comunes y no comunes, de loscomunes considerar el de
mayor exponente.

3. Efectuar el producto de todos los factores, para encontrar el m. c. m.

EEE: Determinar el m. c. m. de los ndmeros 42, 50 y 60.

602

422 50| 2 302

2113 25|5 153

ST
1| 1| 1]

42=2x3x7 50=2x5? 60=22x3x5
m.c.m.(42,50,60) = 2°x3x5%X7 = 4x3x25x7 = 2100

e NUmeros .

A los nimeros que no pueden ser representados en la forma:

a2 p1o
b
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Se les llama numeros irracionales por lo que podemos decir que son el complemento del
de los niumeros racionales en los nimeros reales. Algunos ejemplos de estos

ndmeros son:

N2 3,37 .6 e

Para efectuar operaciones con nimeros irracionales basta considerar aproximaciones de
ellas; en realidad la importancia de estos nameros es de tipo tedrico.
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